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A. JUCYS

METALISKAS KALIS

ON THE METALLIC POTASSIUM



Metaliskas kalis

IZanga

Elektroniné metaly teorija tobuléjo visai abstraktinéje for-
moje iki 1933 metuy, kol E. Wigner’as ir F. Seitz’as rado biida,
pagal kurj galima apytikriai iSspresti atskiry metaly konstitu-
cijg. Pirmiausia jie savo metodg pritaiké natriuil’?’s vartodami
natrio ionui Prokofjew’o* potencialing funkecija.

Kadangi metaliniame gardelyje elektrinis potencialas svy-
ruoja periodiSkai (vietos atzvilgiu), todél minétieji mokslinin-
kai tik ir teiesko elektrono bangos funkcijos viename daugia-
sienyje, apribojan¢iame metalo iona. Sitas daugiasienis pakei-
¢iamas lygiatiiriu rutuliu ir reikalaujama, kad rutulio pavir§iaus
taskuose valentingumo elektrono bangos funkeija ¢ patenkinty
salyga:

V]
1 —L i
(1) [ o L

Cia r, yra minétojo rutulio spindulys apskaidiuojamas i§ ly-
gybeés:

4
2 — g, 3=V,
(2) 3
kur V yra atominis tiris.

Metaliniame gardelyje ionai susigrupuoja taip, kad valen-
tingumo (laisvojo) elektrono energija turéty minimaline reiks-
me. Sito energijos minimumo ir jam atitinkame r, ieSkojimas
ir yra pagrindinis uzdavinys tiriant metaly konstitucijag Wig-
ner’'o ir Seitz’o metodu. I Wigner’o ir Seitz’o vartotaji Pro-
kofjev'o potencialg, netiesioginéje formoje, jeina ir pamainy
energija. Taciau K. Fuchs’as5, tirdamas metaligkg vari, pamai-

1. E. Wigner ir F. Seitz. Phys. Rev. 43, 804, 1233,
2. E. Wigner ir F. Seitz. Phys, Rev. 46, 509, 1934.
E. Wigner Phys. Rev. 46, 1002, 1934,

W. Prokofjew. ZS. f. Phys. 58, 255, 1929,

K. Fuchs. Proc. Roy. Soc., A, 151, 585, 1935,

o
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ny energijg jveda integruodamas ne Schrddinger’io, kaip tai
daré pirmieji, bet Fock’o lygti. Sita prasme modifikuotas Wig-
ner’o ir Seitz'o metodas ir taikomas Sitame darbe metalisko
kalio sublimacijos Silimai ir gardelio konstantai apskaiciuoti.
Skaiciavimus atlickant pasirodé E. Gorin’o® darbas, kuriame
tirtas metaliSkas kalis taikant Wigner’o ir Seitz’o metodg ori-
ginalinéje formoje, ypa¢ artimai prisilaikant Seitz'o? darbo,
kuriame Sis tiria metaliskg litj.

1 §. TFock’o lygtis valentingumo elektronui.

Fock’o® lygtys gaunamos ieskant viso atomo energijos

@) - f‘?lﬂl’ dr

f Yyde

 minimumo. Cia Wy yra viso atomo bangos funkcija, 0 ¥ — su-
jungtinis kompleksinis dydis. L. yra energijos operatorius, kuris
atominéje vienety sistemoje turi §j pavidalg:

N N i
IL=EHk+2 &

k=1 iDk=l ik
@ ] S (_ _____ L _ﬁi_) N
T \Ox e Oz I
Cia N yra visy elektrony skaidius, r, — k-jo elektrono atstu-
mas nuo branduolio, r;, — i-jo ir k-jo elektrony tarpusavis
atstumas, o X, yy, z, — k-jo elektrono koordinatos.

Bangos funkcija ¥ iSreiskiama dvejopai. 1. vienu su N
eiluciy ir N stulpeliy determinantu, kurio elementai yra pavie-
niy elektrony bangy funkcijos, priklausancios nuo keturiy (trijy
svorio centro ir vienos sukinio) koordinaty. 2. dviejy determi-
nanty sandauga, kuriy vienas turi po p, o antras po q eiluciy ir
stulpeliy. p reiSkia elektrony skaiciy su vienos krypties suki-
niais, o @ — su prieSingos krypties sukiniais. Visuomet p+q=N.
Siuo atveju kiekvienas determinanty elementas yra pavieniy
elektrony bangy funkcijos, priklausancios nuo trijy koordinaty.

6, E., Gorin. Phys. ZS. Sowjetunion, 9, 328, 1936.
7. F. Seitz’as. Phys. Rev. 47, 400, 1935.
8. V. Fock. ZS. f. Phys. 61, 126, 1930,
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Buvo naudotas antras ¥ iSreiskimo biidas. Kaliui N=19,
todél imta p=9 ir g=10. Kiekvienai bangos funkcijai patogiau-
sia duoti Siokj pavidala:

1  P(ul/r)
(5) Y= o= —— Y (3,¢)
2]/7: r

Cia n yra vyriausias k-jo elektrono kvanty skaidius, o 1 — azi-
mutinis kvanty skaiéius. Rituliné funkcija Y yra normuojama
Sia sglyga:

(6) f f Y Yisingdddp=4x
P(nlr)=rR (R — radijiné bangos funkcija) tuomet normuo-‘
jama Siaip:

(D fPZ (nl/r)dr =1
Ortogonaliskumo salyga tuomet yra:

(8) /‘P(nl/r)P(n’l/r)dI‘ZO, jei n 1.

Energijos (3) iSraiSkoje pointegrinés tiekybés iSreikstos
per P(nlr) originaliniu Fock/o® metodu, kurj jis pritaiko nat-
riui, turin¢iam 11 elektrony. Siuo atveju, dél 2p ir 3p elektrony
sgveiksmio, skai¢iavimai truputj pasunkéja. Tokiu blidu iSreiks-
tai energijai W taikytas variacijos principas pagal Hartree'
schemg ir gautos 6 lygtys atitinkamai 1s, 2s, 2p, 3s, 3p ir 48
elektronams. Reikalinga tik paskutiné lygtis:

(9) I:—C—E "I‘QZJ“—Q{S] P(4s/r) + G(r) =0
dr2 f

Ciaér& reiSkia potencialg atstume r nuo branduolio ir
3 3
(10) Zp =19 — 23 Yo (ns,n/r) — 6 3 Yo (np,np/r)
G(r) yra pamainy narys ir
(11) :
3 2 2.3
G =2 | 20,8500 —eu| P (051)+ 2 X Ya (ap,8510) P (1)
I n=2

n—

9. V. Fock. ZS. f. Phys. 62, 795, 1930,
10, D. R. Hartree ir W. Hartree. Proc. Roy, Soc, A, 154, 588, 1936,
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€45 yra Lagrange’o daugikliai, konstantos. O Y-kais yra
pazZyméti Sitokie integralai:
(12)

Vi (0l ) =2 (1) £ [ P (ol P/ e) S
‘ 1
kur -
(13) Z, (al,n'l" /1) = —i—fP(nl/r’)P(n’l’/rf)r’k dr’
I

(9) — (13) lygybése visi P yra normuoti pagal (7) salygs.

2 §. Fock’o lygties integravimas.

Bangos funkecijg ¢ iSreiSkus sulig (5), salyga (1) pasikei-
. Cia Siaip:

dP P
oL
dr r=ftg Is

Skaidiuojant yra patogiau vartoti valentingumo elektrono ban-
gos funkcija nenormuotg, o kitas — normuotas. Tuomet (9)
lygtis patogiausia raSyti Sitame pavidale:

d2 % i
(15) —Pd(f—:/i) i (E+ QTP) P (4s/r) K G () =0
Cia
Is
K= f P2 (4s/r) dr,
o E = — 2¢ yra energija iSreiksta Rydberg’'o vienetais.

(15) lygtis integruota nuosakaus artéjimo metodu, var-
tojant kalio ionui Hartreell lauks. Pirmas artutinumas gautas
G(r)’ prilyginant nuliui. Tuomet gaunama paprasta Schrodin-
ger’io lygtis, kuri suintegruota taip, kaip Wigner’o ir Seitz’ol
(jau cituota) darbe aprasyta. Iki r=0,02 at. v. integruota ite-
racijos metodu, o toliau paprastu radijiniy lygciy integravimo

dP (4s/r)

metodul2. Kaipo pradiné sglyga vartota e = 50, kai

11, D. R. Hartree. Proc. Roy. Soc. A, 143, 506, 1934.
12, Zilr. pav. E. M. Condon ir G. H, Shortley. The Theory of Atomic
Spectra. Cambridge. 344 p. 1935.
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r = 0. Intervaly padalinimas iki r = 0,1 at. v. vartotas toks pat,
kaip Hartree lentelése paduota, o toliau vartotas padvigubintas
intervaly skaicius. 3 fig. I kreivé vaizduoja energijos E parei-
namybe nuo r, Zemiausig energija E——0,396 Ry atitinka
r =5,0 at. v. Sitai energijai atitinkanéig elektrono bangos funk-
cija (%) vaizduoja 1 fig. brik3niy kreivé. Sita bangos funkci-
ja vartojama antrajam artutinumui gauti.

Kalio iono elektrony bangy funkcijos, kaipo Hartree lygciy
sprendiniai, néra ortogonalinési3. Taip pat ir gautoji P (4s/r)
néra ortogonaliné. Patogiau biity i$§ pradziy bangy funkcijas
ortogonalizuoti ir tuomet apskaiciuoti G(r). Taciau §iuo atveju
ortogonalizuotos bangy funkcijos nustoty buvusios atitinkamy-
ju lygéiy sprendiniai. Todél Siame darbe bangy funkcijos var-
tojamos tokios, kokios jos yra gaunamos sprendziant atitinka-
mas lygtis.

Pamainy narj G(r) apskaic¢iuojant pirmiausia rasti Z-tai
ir paskiau naudojantis i§ (12) gauta lygtimi:
dYx _ (k4+1)Ye— (2k+1)Z«
ar I
apskai¢iuojami atitinkamieji Y-kai. (17) lygti tenka integruoti
atbulai nuo r=r, (mes Siuo atveju « pasikeicia j r,) iki r=0
vartojant pradine salyga:

(18) Yi = Zk, jei 1=r,.

(17

IS pradziy G(r) apskaidiuotas Lagrange’o daugiklius pri-
lyginant nuliams. Tokiu biidu rastg G(r) vaizduoja 2 fig. briuks-
niy kreivé (Ziar. 109 psl.).

Situo pamainy nariu (15) lygties integruoti negalima, nes se-
kantieji artutinumai neduoda bangos funkcijos, kuri nuosakiai
artéty i tikraji lygties sprendinj. Sitam nenormalumui prasa-
linti tenka vartoti Lagrange’o daugiklius. Jy vaidmuo yra pa-
tikrinti lygties sprendinio ortogonali$kumg. Siuo atveju spren-
dinys negali buti pilnai padarytas ortogonaliniu, nes iono elekt-
rony bangy funkcijos, kaip jau minéta, néra ortogonalinés. Pa-
sirodo, kad by kokia P(4s/r) funkcija yra artimai ortogonaliné

13, Zifir. pav. L. Brillouin. Les champs ,self-consistents” de Hartree
et de Fock. Paris, 1934.
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1 fig

Zemiausia 4s-elektrono bangos funkcija metaliskame kalyje. — — — pir-
majame, — - —— antrajame ir treciajame artutinume.
The lowest 4s-electron wave function in metallic potassium. — — — in

in third approximation.

first, —— - —— in second and
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su P(1sr) ir P(2s/r) funkcijomis, todél teturint reikalo tik su
radijine 4s-elektrono bangos funkcija, pakanka atsizvelgti tik
i P(3slr). Praktika parodé, jog (15) lygties sprendiniai konver-
guoja i tikraji sprendinj, kai P(4s/r) ir P(3s/r) pasiekia to pa-
ties ortogonaliskumo laipsnio, kurio yra Hartree lygéiy spren-
diniai. Tam pakanka rasti tokius Lagrange’o daugiklius, kad

~ . vien.
1 =l étom v

1 —-

2 fig

Pamainy narys antrajame artutinume,
The exchange term in second approximation — — —

Eip4s = €a34s == E3p4s = O; —— €545 = 0,067, €934s — 0,164, €354s = 0,211

pamainy narys G(r) ir jam atitinkamoji bangos funkcija prie
ty paéiy r keisty Zenklus. Tokiu biidu pataisytg pamainy nari
G(r) vaizduoja 2 fig. istisoji kreive.

(15) lygtis su G(r) F 0 integruota reikalaujant, kad pra-
dZios K biity lygus apskaiCiuotam K. Tam patogiausia yra i$
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pradZiy lygti suintegruoti dviem skirtingom K reikSmém ir
tuomet, tiesiskai interpoliuojant ar ekstrapoliuojant, gauti arti-
mesne K reik§me. O toliau jau tikrgja K reik§me galima surasti
sekant skirtumus tarp paimtos ir gautos K reikSmés. Tai pada-
ryta 0,2% tikslumu. Sito integravimo rezultate gauts energijos
kreive vaizduoja 3 fig. II kreivé. Zemiausiai energijai E=—0,483
Ry atitinkandig bangos funkcija vaizduoja 1 fig. nelygiujuy
briksniy kreivé, kuri beveik sutampa su iStisgja kreive.

(15) lygtis treiajame artutinume integruota taip pat, kaip
ir antrajame. Atitinkamieji dydziai yra suraSyti 1-joje lente-
léje. Joje matyti, kad &5, reikSmé labai skiriasi nuo jo reiks-
més antrajame artutinume. Sita reikSmé priklauso nuo

Ts
f P(3s/r) P (4s/r) dr

didumo. Tai ai$ku turint galvoje Lagrange’o daugikliy vaid-
menj. Kaip i§ skaidiavimy matyti, sekanciyjy artutinumy La-
grange’o daugikliai buty visai artimi jy reikSméms treéiajame
artutinume neisskiriant né es,,

1 lentelé Table L.
Artutinumai 1-masis 2-rasis 3-Ciasis
Approximations 1st. *2nd. 3rd.
Ts
f P (1s/r) P (4s/r)dr -+ 0,001 40,000, | 0,000,
Is o
f P (2s/r) P (4s/r)dr -+ 0,006 — 0,001 — 0,002,
Ts o
f P (3s/r) P (4s/r) dr 40,085 -- 0,009 — 0,011
€1sds — -+ 0,067 —+- 0,079
£2sts -+ 0,164 40,143
€3sds E— —l— 0,2‘ 1 "I- 0,060
I 5,0 ‘ 4,2 4,15
K 11,06 9,52 9,10
E — 0,396 — 0,483 — 0,495
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TrecCiojo artutinumo energijos kreive vaizduoja 3 fig. IV
kreivé. Zemiausia energija E— —0,495Ry, o jai atitinkanciag
bangos funkcijg vaizduoja 1 fig. iStisoji kreivé.
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5 Atomin. vien.

3 fig.

4s-elektrono energija metaliSkame kalyje, kaipo r funkecija. I, II ir IV,
zZemiausia energija 1-jame, 2-jame ir 3-jame artutinumuose. III ir V, vidu-
tiné energija Fermi pasidalinime 2-jame ir 3-jame artutinumuose.
The energy of the 4s-electron in metallic potassium as a function of rg
I, II and IV, the energy of the lowest state in 1st, 2nd and 3rd appro-
ximations. III and V, mean energy in the Fermi distribution in 2nd and 3rd
approximations.
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Kaip i§ 1 fig. matyti bangy funkcijos 2-jame ir 3-jame
artutinumuose beveik visai sutampa. Ty paciy artutinumy ener-
giju kreivés, kaip matyti i§ 3 fig., truputi daugiau skiriasi. Ta-
diau, palyginus su atitinkamy kreiviy skirtumu 1-jame ir 2-jame
artutinumuose, tenka pasakyti, kad sitas skirtumas yra pama-
zé&jes santykiu 7:1. I§ to viso galima daryti isvada, kad ketvir-
tojo artutinumo rezultatai visai nezymiai skirtysi nuo treciojo
artutinumo rezultaty. Todél treciasis artutinumas galima skai-
tyti galutiniu.

3 §. Rezultaty diskusija.

3 fig. IV kreivé vaizduoja Zemiausio elektroninio bivio
energija. Norint rasti tikraja elektrono energija, reikia prie
zemiausios jo energijos pridéti kinetine transliacijos energijg.
Metaliskojo rySio energijai apskaiciuoti svarbiausia yra rasti
vidutine visy elektrony energija. Visai laisvy elektrony vidutine
kinetine energija duoda Sommerfeld’o formulé:

F— 3h* [3n\%
10m \8x

Cia h yra Planck’o konstanta, m — elektrono masé, n —
vieno kiibinio centimetro laisvy elektrony skaidius. F yra vidu-
tiné elektrony kinetiné energija prie absoliutinio temperatiiros
nulio ir vadinasi Fermi energija.

Remdamiesi Wigner’o ir Seitz’o? ir Fuchs’o5 (1. ¢.) darbais
galime Sommerfeld’o formule taikinti Sarminiy metaly metalis-
ko buvio vidutinei elektrony tranliacijos energijai. Siuo atveju
n galima pakeisti per 1 : 'V, kur V yra atominis tiris. V paéme
is (2), 1 (19) jstate konstanty reikSmes ir F iSreiske Rydberg’o
vienetais gauname:

2,21
I 2

(20) F=

E+F duoda vidutine elektrony energija Fermi pasidalini-
me. Jg vaizduoja 3 fig. V kreivé. Jos minimumas yra prie
E+F= -—0,383Ry ir r,—4,82 at. v. Prie §itos maziausios ener-
gijos pridéje laisvo kalio atomo ionizinimo energija I—=4,32 vol-
ty = 0,319Ry, gausime —0,064Ry. Tai reiskia, kad metalis-
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kgcal N .
———. Nuo reinama
ol r, pere

prie gardelio konstantos a pagal formule:

kojo rysio energija yra 0,064Ry — 19,9

1

(21) g==3 ]/“ L
3

Gauname a = 9,79 at. v. = 5,172&. Sity rezultaty palygi-
nimas su eksperimentiniais duomenimis duotas 2-joje lenteléje.

2 lentelé Table IL
Artutinumai ; 2-asis 3-Ciasis I3 eksperimenty
Approximations | 2nd 3rd Experimental
Gardelio konstanta A 518 517 5 15—5.30

Lattice constant in A

7 Sublimacijos 3ilima
kgealfonol 174 19,9 91,9—26,5

Heat of vaporization in
kgcal/mol

Joje duoti taip pat galutiniai rezultatai, gautieji iS antrojo artu-
tinumo IT ir ITI 3 fig. kreiviy. Turint galvoje, kad skirtumai tarp
atgkiry artutinumy mazéja mazdaug santykiu 7:1, galima da-
ryti iSvada, jog ketvirtasis artutinumas metaliSkojo rySio ener-
gijg arba sublimacijos Silimg padidinty nedaugiau kaip 0,4

Kadangi visi skai¢iavimai atitinka absoliutiniam tempera-
tlros nuliui, tai ir 2-joje lenteléje paduodamieji eksperimentiniai
duomenys yra ekstrapoliuoti j absoliutinj temperatiiros nulj.

E. Gorin’as® (1. ¢.) gavo a = 5,80A ir sublimacijos Silimg

kgcal
20,4 —riaa Kaip matyti, gardelio konstanta Siame darbe gauta

Zymiai geresné. Tafiau sublimacijos §ilima, prieSingai, gauta
truputj blogesné. Siame darbe gautoji sublimacijos §ilimai reiks-
meé reikalauja kai kuriy pataisy, bet Sitos pataisos neiSvengiamy
klaidy ribose kompensuoja viena kitg (Zifir. pav. Wigner ir
Seitz2 ir Fuchsb) ir galutino rezultato Zymiai nekeicia.

Is V 3 fig. kreivés minimumo tasko galima dar apskaiéiuoti
spudumo koeficienta. Sitos kreivés minimumo taske kreivumas
pareina tik nuo Fermi energijos, nes IV kreivé toje vietoje yra
visai artima tiesiajai linijai. Todél (Fuchg'as5):
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2
822 m o 483 1, 5.
h2

(22) k =

cm?
Apskaiciave gaunam k = 51.106 o Tai yra apie du
\ g

kartu daugiau, negu eksperimentiniai duomenys reikalauja. Ta-
¢iau spudumas yra elastiné metaly konstanta ir, kaip Fuchs’as!4
irodo, ji apskaifiuojant turi buti atsizvelgta i veiksnius, kurie
neturi jtakos i koheziniy jégy dydj.

SANTRAUKA.

Fock’o lygtis suintegruota metaliSkam kaliui iki treciojo

artutinumo. Gauta gardelio konstanta 5,17:& ir sublimacijos §ili-
kgcal

ma 19,.9——
mol

Fizikos Katedros Vedéjui Prof. Ig. Konéiui, tvarkiusiam
katedrai skiriamas kuklias 1éSas taip, kad Sitas darbas galéjo
biiti atliktas, nuosirdZziai dékoju.

V. D. U-to Fizikos Laboratorija
Kaunas,
1938-1-8 d.

ON THE METALLIC POTASSIUM.
Summary.

The solution of Fok’s equation of the valence electron was
carried out to third approximation, with the boundary condi-
tion (1). The Hartree field was used. Before calculating the
exchange term the wave functions were not orthogonalized. The
Lagrange’s non-diagonal factors were used with purpose that
the exchange term together with its corresponding wave func-
tion, would change their signs simultaneously. Following that,
in the next approximations the Lagrange’s factors, energy pa-

14 K. Fuchs. Proc. Roy. Soc. A, 153, 622, 1936.
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rameter, and wave function appeared to tend toward constant
final values.

The results are given in the table IL. The heat of vaporiza-
tion is calculated as - (E+F+1I), E being the energy parame-
ter of Fock’s equation, F' — Fermi energy for free electron and
I — ionization energy of the free potassium atome. No other
corrections have been introduced.

I should like to express my cordial thanks to Professor
Ig. Koncius, the head of the Departament f Physics, for his care
in affording me the conditions in which this study could be
carried through.

Physical Laboratory of the
University of Vytautas the Great
in Kaunas (Lithuania).
January 1938.



